
Cours 8:Stabilitede Liaponnor
La heorie de stabilite a pour but lelude

du

comportment des solutions d'une equation differentielle
lorsque t - as, dans me situation perturbie.
Benz types de perturbations du problime de Cauchy

(PC) x=fH,x), x It0) =to,

penvent the envisages:
(i) perturbation de la dounce initiale Xo;
·sil perharbation de lequahbn, i.e. de la

fonchion fo



Dans le cade de ce cours, cows we considerous
que

he hype (i). L'equation
(E) x

=f(t,x)
est done fixed me foispour bouts, par la donnee

dane touchon f- (°(10,d)/IR", RRY.
Les definitions fondamentales sont has suivantes.

Definition 8.1:Soit 4(t) me solution de (E)
define our an intervalle (t=, 01, to?0. On nole
x (t; to,xo) are solution de (E) are CIX10) =Yo,
onto tx, XotIR".



(a) On dil que pest stable can sens de Liaponor) si
* so Fort18=8(5,t0)20 b.g.

IX0-p(t)/<S => (XItitr, t0)-b()) < 3 Ftzt.

(b) On dit que est uniformement stable sid
est stable et quion pent choisir 8 indip. de to

(2) On dit que pest asympholiquement stable si

↓ est stable et

Ft.t18, =S, (0) t.g.
10 - 4()) < 8, =m, (xit,) -b(t)) =0.
(d) On dit que of est instable si t nist pas stable.



PH) solution stable de x1 =f(f(x)
S

I

.........................-x=x; taxo1

-
x =b(t)

I >E
to



Remarque 8.1: (i) Asympt stable -> stable.
(ii) Posaut y(=x1H-P(t), on voit que y
sah's fait

y1
=x1- 4 =f(t,x) - f(t,b)

(E)
=f(t,y +4) - f(t,0) =:g(t,y))

area (a (I y(t0) =x(tr) - b(tr).
La solution

y =
0 de (E) correspondax (t) =PHA).

Par ailleus, la distance de HH a p(t) ist donnie

par (1-4(t)) =(y(H) =(y(H)-01. Ainsi,
La stabilite de o pour liquahbu (E) equivant a
la stabilite de la solution mull pour (E).



Exemple 8.1: Considious liquahbu scalar

18.11 x=kx, k =1.

Clairement, 1 =0 est solution. La solution de (8.1)

correspondant ala (I xlto) =to est dounce par
xt) =4 exp(KCt-t.1). On monke facilement que
(i) x =0 est uniformement it asymploliquement
stable sik <0 (Iok2=> Hoe"**) < 2) i

(ii) x =0 est uniforminent stable mais pas
1

asympt.slable sik =0 i

(iii) x =0 est instable sik>0.



Exemple 8.2: Pour liquahlon scalair
(0.2) x

=x2
hous avows a noumean (a solution mull X =0.

Pour (a CI x (t) = x0 F0, la solution de (0.2)
est ↓o

X(t) =
1 - x(t-to)

·

sixozo, XIH) est definie sur l'intervalle (to,T)
+ - T-

arec T =10+to, at on a XA > 0.

Six. <O, II) est definie sur (to, c) et
x(t)

t- as
30. On conclut que x =0

est instable.

On consider maintenant liquabion autonome



(A) x =f(x),
on -> CIR, IR"). L hmme suivant dicouts

de Fobservation que six (6)
est solution de (A)

sur (amb), airs (+2) est solution de (A) sur

(ax2,b+2), pour bout 4-1 (Cf. exos).
Lemme 8.1:La solution null x =0 de (A) est

stable si et sentement si elle est uniformement stable.

Definition 8. 2:On dit que at Rest an

point stationnaire (on point d'equilibre) de (A)
si f(a) =0. Dansc cas, XH =a est



one solution constant de (A), definie sur IR.

Remarque 8.2:Pocat y(t=x1)-a, on voit
que yet salis fait equation autonome

(E) y
=

g(y):
=f(y +a).

Alors le point stationnaire y(t)
=

0 a ls mimes

proprietes de stabilitepour liquation (E) que
alles de XH=a pour l'equation (A).

Afin d'obtenir des resultals generantsur la stabiliti
des solutions de (A), il est while d'iludier
d'abord he was theair.



Stabilitedes solutions d'equatious lintaines
Nous considious as equatious Spas necessairement

autonomes I
(H) x

=A(HX

(NA) x=A(t) x +f(t),
area At(°(20,0), RR**), ff ((10,8), IRY).
Park Meorime 5.1, hes solutions de (A) or (NH)
existent sur bout intervalle (0,8).

Lemme 8.2:Tonk solution de (H) on (NH) a la

meme stabiliteque la solution null pour (H).



Venue: Tout diabord, la remarque
8.1 are

f(x) =A(t xy =f(t,y +b) - f(t,d) =Altly
->Louk solution de (H) a la mime stabilite que p =0.

Soil maintenant old me solution de WNH). Soil

XIA are andre solution
qua

de (NH). Alors

y(t) = =x1t)-P(t) est and solution de (A). De

plus, la distance de 4H a p(t) ist donnie

par (1-4(t)) =(y(H) =(y(H)-01. Ainsi,
La stabilite de o pour liquahbu (NH) equivant a
la stabilite de la solution mull pour (H). I

Remarque 8.3: Le lemme 8.2 indique que la stabilite



des so lulious de (NA) est independante du Crme

de source fit). It suffit done de considerer la
stabilite des solutions de (H). De plus, comme
bouts les solutions de (H) out (a mime stabilite,
on pent parter de la stabilite de (H).
Theorime 8.1:Soit X(t) are matrice fondamental
de (H et soit YIt, tol la mabice principale de (H)
ato?0. On a alors les resultats suivants:

(a) (H) est stable 2) I kx0 Ftso, AHH) = K;
(b) (H) est unit stable ()
IMs0 Fort. It, IYH,toll= M.



(C) (H) est asympt.stable E) XH
+ +
90.

Prece: Exercise

Nous allows maintenant appliquer le moreime 8.1
pour oblewir des criters de stabilitegeneraux
pour l'equation acoefficients constants

(H - c) x=Ax,
on AE IR** Par k Game 8.1, (H-c) est stable

siet sentement si elle est uniformement stable.
Alors le morime suivant est me consequence direct
des Merrimes 8.1 et 7.1, et du corollar 7. 2.



Theorie 8.2:Soit 11(k =1,...,n) as valeurs

propres de
A. On a alors les risullat suivants:

(a) (H-c) est uniformement stable asi
Re 3x =0 FKe G1, ..., n3 et Red1 =0 unique -
ment

pour in dans le bloc diagonal de Jordan de A;

(b) (H-c) est asympholiquement stable si
Re 1x <0 F k-31, ..., n3.

() (H - c) est instable si] ke 51, . . . ,
n3 tel

que
soit Red 20, soit ReDr =0 et du niest

pas dans le bloc diagonal de Jordan de A.


